@ Universitat Karlsruhe (TH)

Institut fur Thermische Verfahrenstechnik

Vorlesung Thermische Trenntechnik Il (WS 2008/2009)
Prof. Dr.-Ing. M. Kind

Grundlagen der Prozess-Simulation fur Rektifikation und
Absorption

Trennung von Mehrkomponentengemischen in komplexen Bodenkolonnen

Die Kolonne besteht aus n Boden und wird kontinuierlich und stationér betrieben. Die Kolonne mit n
Boden, Kopfkondensator und Verdampfer ist vorgegeben. Im Folgenden soll stets ein m-
Komponenten-Gemisch vorliegen, das nur eine fliissige Phase auf den Boden hat (nur VLE-, kein
LLVE-Gleichgewicht). Fiir eine gegebene Kolonne sind die Profile der Zusammensetzung und der
Temperatur zu berechnen.

Kommt ein oder mehrere Seitenstrome und/oder Zulaufstrome vor, so spricht man von einer komple-
xen Kolonne. Die Mengenstrome S i fliissig, und Wj, dampfformig, sind bekannt. Auch die Q j sind

vorgegeben! (siche Abbildung):
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Abbildung 1: Schema einer komplexen Bodenkolonne. mit Teilkondensator und Teilverdampfer. Mo-
dell der beliebigen Trennstufe j.
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1. MESH-Gleichungen: stationarer Betrieb

Definitionen: ~ Xj;, Y ; = Molanteile der Komponente i in Fliissigkeit, Gasphase auf der Stufe j

M-Gleichungen
Mengenbilanz: (1 Gleichung)

¢ . . } : . -
Mi=Goy—(Gy+ W)+ Ly - (0 +8;)+F =0 (1)
Komponentenbilanzen: (m Gleichungen)

Mji EGj+1Yj+1,i _(GJ +WJ)le +Lj—1Xj—1,i _(L_] +SJ)X_]1 +szji =0 (2)

E-Gleichungen (,,Equilibirium®) unter Beachtung des Murphree-Verstirkungsverhéltnisses (jeder

Komponente i im Gemisch ohne Mischungsliicke) (s. spater)

MG MG
Bji = MO (K (T, b — v + (1 —Ej (Xj))yjﬂ,i =0 (mGL) 3)
Oft wird die ,,theoretische* Trennstufe angenommen, also alle E}\i/IG =1 gesetzt.
Summations-Gleichungen m-Komponenten Gemisch
G m
ST =D y;—1=0 (1 GL) (5)
i=1
L m
Sy =2 x;i-1=0 (1GL)(6)

i=1

Gl. (5) und (6) werden meist zusammengefasst

m l'i
sPt = Z[Yﬁ ‘LL} =0 (7)

i=1 j
o = L (®)

H-Gleichungen: Energie-Bilanz offenes System mit (Heat-balance) Ent-H-alpie-Strome
=G . .-G ¢ L } R .
Hi=G b8 —(G,+ W hS +L, bk — (L, +$, )l +Fhg+Q, =0  (1GL)©)
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Das ist ein Satz von nichtlinearen algebraischen Gleichungen. Die Struktur der Variablen ist linear. Im
instationdren Fall ergeben die Gleichungen (1), (2) und (9) nicht Null. Stattdessen enthalten Sie den
jeweiligen Akkumulationsterm.

Fiir jede Trennstufe j sind (2m+4) Gleichungen vorhanden. Gesucht sind je Trennstufe die Unbekann-
ten (Variablen) m-mal x;, m-mal y;, Temperatur Tj, und die Mengenstrome G i L i’ d.h. das sind pro

Trennstufe j (2m+3) Unbekannte. Deshalb werden zur Losung (2m+3) Gleichungen ausgewdhlt, d.h.
es werden Kolonnen- und Prozessvariablen vorgegeben.

Dies sind meistens folgende GroBen:

1. Zulaufstrome: Mengenstrom Fj , Zusammensetzung z;, und Zustand HFj

2. Ricklaufverhiltnis v

L L
v=—2 bzw. =L 1
Vi _ Ll0

__Ki

(oder die Mengenstrome L 0> Gl)
3. Druck in der Kolonne fiir alle Boden (Druckverluste!) oder p am Kopf (isobar)

4. Mindestens ein Produktstrom, z.B. K
5. Betrieb des Kopfkondensators (Total- oder Teilkondensator)

6. Bodenzahl n, Lage der Zulauf- und Seitenstrombdden (Fj , S i’ Wj ): Entwurfsmethode!

7. Mengenstrome S i Wj der Seitenstrome
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2. Losung der MESH-Gleichungen fir einfache Kolonnen -
Kurzmethode nach Thiele-Geddes

Es werden nur einfache Kolonnen betrachtet. Eine einfache Kolonne hat folgende Eigenschaften:
a) 1 Zulauf (F xp, hy)

b) Kopf- und Sumpfproduktstrom Kund S.
¢) Adiabate Trennsdule

(Strome in mol/s, Zusammensetzung Molenbriiche)
2.1Vereinbarungen, Definitionen

e Zulauf E

Je nach Zulaufzustand (unterkiihlte, siedende oder teilweise verdampfte Fliissigkeit; oder kondensie-
render oder iiberhitzter Dampf) wird der Zulauf in Komponentenstrome aufgeteilt:

F=FL +FC (10)
Fz, =F"'x, +F®y, (11)
Fhy = Fhf + FOn} (15)

e Einfiihrung von Komponentenstromen:

Allgemein Kopf-/Sumpfprodukt Zulaufstrom
vi =Gjyji 18) | di=Kxgzvy  Q0) vi =Foy,, (22)
li =Ljxj; (19) by =Sxg; Zlyy; 1) Iy =F'xy (23)

somit schreibt sich Gl. (11) jetzt:

FZFi = lFi + VFi (24)

e Annahme: Theoretische Trennstufe

Auf jedem Boden sind Dampf und Fliissigkeit komplett quervermischt => Der aufsteigende Dampf ist
jeweils im Gleichgewicht mit der ablaufenden Fliissigkeit!

Aus (18) folgt
. G K (T,x;).
— I\
Vi =Gjyji :?ijji (25)
J
Vji = SJlljl (26)
Abstreifkoeftizient (stripping coeff.; nicht Faktor A;!)
K;(T,x) Ky
S:. = = lokale Steigung der Betriebslinie 27)

G).
J
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Alternativ folgt aus (22)

i ji Ui

mit Absorptionskoeffizient

Betrieb Kopfkondensator
Totalkondensator: alles wird kondensiert!

Lj
SJi_1
K S

A

ji
ji ji

K -Strom wird i.a. vom Sammler als Fliissigkeit
im Siedezustand abgezogen

(28)

(29)

Teilkondensator:
Wirkt als Trennstufe! Betrieb nur bei kleinem

AT = TG1 — Tkiihter mOglich. K -Strom wird i.a.

als Sattdampf (aus Kondensator) abgezogen

Yii = Xgi = Xoi (30) | ¥oi = KyiXyi (36)
m m
hg =Y xghi  hi=hg+h{® @1 |hg =) yuh{ (37)
i=1 i=1
hiL partielle molare Fliissigkeits-Enthalpie meist h® ~ hy (Reinstoffwert)
0 o
di = lo (32) G =L, —K=0
ol : Gyyji —LoxXei =Ky =0
K . K . .
di = —Lyxy =—1 (33) L7 U Y
1 o O. o1 Lo o1 Yii Gl Xoi T Yoi Gl
L, _ :
- =— =v Ricklaufverhaltnis 34 : il
Am K ( ) dl = KYoi = ( = JLoxoi (39)
[0)
L,
' \Y%
T (40)

Trennstufe: Gleichgewichtsannahme am Ende des Kondensators. Dies bedeutet aber nicht, dass der
Kondensator im Gleichgewicht arbeitet! Im Nachkondensator (Kiihler genannt!) gilt:

Yoi = XKj

Betrieb Verdampfer
Totalverdampfer: Gesamtstrom wird verdampft!
(meist Durchlaufverdampfer)

(3%)

Teilverdampfer (oft Umlaufverdampfer, z.B.
kettle reboiler oder Sumpfverdampfer)
Diese Bauart arbeitet als Trennstufe

Yo = X Yn+1i = KtiXsi
: Gy . G, Ko -
Vieli =Gt Ynsti = g Sxsi (4D | v =G an Yo = L kg (44)
by =ApiVaei We Ko =1 (42) | by =AniVo; (45)
S 1 S
An+1,i G = I'_ (43) Gi
n+l v An+1,i — KL“ (46)

n+l1
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2.2Komponenten-Bilanz (M-Bilanz) um jede Stufe j fiir jede Komponente i:

—d,
lj—l,i — Vi
Lo Vi
Ly Vi
lj—l,i — Vi
1ni - Vn+1,i

Dieses Gleichung-System hat je 2 Unbekannte in den n+2 Zeilen!

._ Ly T Vi =0
- lji + Vi
-l +vg

—lg Ve T
- lji tVi =

-b, =0

1

=0

Fi

i=0

f+1<j<n

j=n+l1

(Kopf)

(Sumpf)

o  Substitution aller I;; (G1.(25)) und b; (GL.(38)) in Gleichungs-System (47) ergibt:

- (Aoi + 1)di

+A Vi

+ Vii

. (A + 1)

+Ar iVeaj _(Af—l,i + 1)Vf—1,i

+Ar Ve

._(Aﬁ +1)vy,
. (A5 + 1)

o (An+1,i + 1)Vn+1,i

Losung mit der Matrix-Methode

Fiir jede Komponente i gilt in Matrizenform

Ai{;i = _ii

T Vi

+Vﬁ

+ Ve

T Vi

=0

=0

(0)

(1<j<f-2)

Diese 1 Matrizen beschreiben nur die M-Gleichungen von MESH!

Einzelmatrizen: d;, = v,

vl

i :(diaVIiaVZir"an—l,i=Vﬁa-~-aVni=Vn+1,i)

(47)

(48)

(49)

(50)

(5D
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Poi 1 0 0 0
Ai pi 1
A P
A = ' (52)
0 A i P 1 0
An—l,i P 1
0 0 Ani pn+1,i
mit p;=-(A;it+1) (53)

A, ist eine quadratische Matrix der Dimension (n+2) - (n+2). Fiir die Gesamtstrome gilt:
F-K-S=0
Gy -L-K=0 (0<j<f-2)

Gy +Fg Ly, -K=0 (f-1 (54)
Li-=Gj;-S=0 (f<j<n)
Ldsungsweg:

Zunéchst werden geschitzt:
a) Temperaturen {T;} auf allen Stufen j. (z. B. lineare Temperaturverteilung)

b) Gesamtstrome { G i ,L i } unter der Annahme dquimolaren Stofftransportes (Gl. 42).
Da nun alle {Tj}, { G j tund { L j } vorgegeben sind, konnen die A;-Elemente der Matrix (47)  be-

rechnet werden. Das Gleichungssystem (49) wird nach den Unbekannten Vv;mit geeigneten Losungs-
methoden fiir Matrizen aufgelost, z.B. durch Bildung der inversen Matrix

ATIA,
\_‘\f—_J

Einheitsmatrix

Vi = —Ai_lii = Vi (55)

oder GauB rekursiv fiir Bindermatrix, oder EXCEL-Funktionen MINV und MMULT (s. Ubung).

e Zusammensetzungs-Profil
Mittels der Werte {v;i} und {A;} folgt auch {l; = A; v;i}. Damit werden die Zusammensetzungen der
Dampf- bzw. der Fliissig-Phase berechnet.

yi = und x L (56), (57)
n Gj n Lj >
Das sind erste Naherungen, da die {T;} und {G j } etc. geschitzt wurden. Im allgemeinen sind die
Bedingungen
m m
Zinzl und zyjl =1 (5)’(6)
i i

nicht erfullt!
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2.3 @Konvergenzmethodet

Ziel der ®-Konvergenzmethode ist es, verbesserte Molenbriiche, (X i»Yii )Kor zu erhalten, mit denen

die obigen Bedingungen (5) und (6) erfiillt werden. Aus der Losung der Matrixgleichung (49) sind die

Werte {d;}per und {b;}per vorhanden.

Bilanz um Kolonne
F=K+S
FZFi = 1Fi + VEi = (di)Kor + (bi)Kor

Es soll ein Wichtungsfaktor ® mit folgender Eigenschaft existieren:

di Kor di ber

Mittels Gleichung (59) und (60) erhélt man

o
@ = — 2
1+ @(‘J
1 /ber
Zur Ermittlung von ® muss folgende Bedingung (s. Gleichung (6)) erfiillt sein

m

g(©) =2 (di g ~K =0

i=1

Gesucht ist die positive Wurzel der Funktion g(®). Es existieren folgende Grenzwerte:

e Fiir ® =0 folgt unter Benutzung von Gleichung (55) in (56a)):
o Fz_ ) .m ] )
g(®)zz Fi — K =0 oder g(@)zFZZFi—K=S=O
i=1

1+ @(bij
di ber

e Fir ® — oo folgt:

m E . . .
g(@) = ZL — K =0 oder g(@) = —K = 0 (Asymptote)

=4 @(bi]
di ber

e Iterative Losung der Gl. (62) mit Newton-Verfahren
g(e,)
®n+1 = ®n -, =
g (®n )

Ableitung

i= d® i= 2
1 l (1 + @[b‘J J
di ber

Startwert: ®, = 0!, Ergebnis: ®,,; Abbruchschritt: ¢

g,(®):id(di)m ¥ FZ(SJ

! Lyster, v.a.: ,,Figure Distillation This New Way: Part 1, Petroleum Refiner 38 (1959), No. 6, S. 221 ff

(58)
(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)
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Mit Hilfe von Gl. (61) und (60) kénnen nun die Werte {b;}k.-und {d;}k.- berechnet werden.
Dann werden die korrigierten Komponentenstrome bestimmt:

1.
(1 i )Kor = (d; )gor (fl’er (66)

i

V ..
(Vji )KOI’ = (dl )Kor (d__]lJ (67)
1 Jber
Standardisierte Molenbriiche
X = M (68)
m
Z;, (lji )Kor
1=
Yiji = M (69)

z (Vji )Kor

i=1
2.4Verbesserte Temperaturen der Trennstufen

a) Boiling-Point (BP) -Methode, siche Ubung 2:
m
i=1

Oft ist die logarithmische Form besser geeignet, da fast eine lineare Funktion:

_ 1

j
b) K, — Methode, siche Ubung:
2.5Verbesserte Molenstrome

In Praxis gern angewendete Methode ,,Konstanter Zusammensetzung*

Enthalpiestrom, z.B. G-Phase

. . G
Gihih =G yimihi; (Tj+la y j+1)

' (72)
G
=D Vi
i
Fiir Verstarkungsteil gilt (Komponenten-Strome):

Viri = i +d; (73)

Gl. (73) in (72) eingesetzt ergibt

R } G . G
Gihh =L D hi X + K hi ixg (74)
i i

Definition:

HJGH (ij)E Zh?ﬂ (Tj+la§’j+l )in (75)
1
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]+1 X Z h]+1 ( jHl» Y_]+1 )XKl (76)
Energiebilanz Verstiarkungsteil (A=0) adiabate Kolonnne
G,,hS —Lh —Kh, —Q, =0 (77)

Substitution der GI. (74) in (77) ergibt:

TG (e .
L.:K[hK h]+1(XK)]+QK 1<j<f2 78)

J hJ+1(_ ) HjL(ij)

Methode ,.konstanten Zusammensetzung*

Geht man von Gl. (77) aus und beachtet G = K+L , so folgt
£i(hG, ~hL )+ KhG, =Khy + Ok

[ K[HK —HjGJrl]Jr QK (79)

iT T L=
bl (v )~ ()
Vergleich mit den Gleichungen (78) und (79) zeigt den Unterschied. Statt mit molaren
Enthalpien zu rechnen, die von den Naherungswerten T,,,, y;,, und T;, X; abhdngen, wird mit

j+1°

der Enthalpiedifferenz h¢ 1\ (_ ) HjL (i j) gerechnet, die von Iterationsschritt zu Iterations-

schritt nicht stark verschieden ist. Dies hat einen stabilisierenden Einfluss auf die Rechnung.
Ferner gilt im Verstarkungsteil entsprechend Gl. (77)

Klhe ~Re (% )]+ Be[he (%, ) - ]+ @,

f-1 = = Py (80)
th (Xf—l )_ hfo1
Am Kopfkondensator ist folgender Warmestrom abzufiihren
K :Eg[hlG(Xo)_hoL]"’ K[hIG(XK)_hK] (81).
K
Fiir den Abtriebsteil leitet man mit (Gl. (73) und mit der Energiebilanz folgende Beziehung ab:
- —] -
[h' (xg)—hg ]+ Qs
= Lo (82)
W —hi ()
Per Definition bedeuten hierin:
hj (Xg) = ZhJI(TJ, P)xs (83)
. L,/ = L <
hi(yi) = Zhji(Tjan)YjH,i (84)
1

2.6Ergebnis der gesamten Berechnung:

Nun sind auch verbesserte Molenstrome { L j b G j } bekannt, wobei fiir die anderen Strome das Sys-

tem (49) zu verwenden ist. Mit dem jeweils letzten Satz der Werte {T},, { L it {G i+ wird das Ge-

samtverfahren so lange wiederholt bis fiir die Zusammensetzung gilt:
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Xj,n+1 - Xj,n

Sgjp ‘yj,nﬂ —Yin|Sep (85)

2.7Zusammenfassung (Thiele-Geddes)

1.

2.

Rektifikation
a. Losung der Komponentenbilanzen Aﬁ/i = —ii liefert: vjiper und i per
b. ©-Konvergenz-Methode:  Xgor Und ¥ gor
c. verbesserte Temperaturen: X gor Und ¥ gor
d. T-Profil, L, G -Stréme aus Energie-Bilanzen und Methode der konstanten Zusammensetzung,
.G 1L _
h ] ,h i= f (Tj)
Absorption
a. Losung der Komponentenbilanzen |A;V; = —ii liefert: vjiper und i per
H; v (T.phi
Evtl. Verwendung des Henry schen Gesetzes K i = 1’,'LM( — )yl :
Pil\L,P,Y;
Achtung: Die verschiedenen Ubergangskomponenten i im Losungsmittel ergeben in der Regel
yf # 1, oft wird allerdings 7; =1 angenommen. Dies muss {iberpriift werden
b. ©-Konvergenz-Methode:  Xgor Und ¥ gor
. m . m
¢ Lj=2 Liikor»Gj =2 Viikor
d. T-Profil, L, G -Strome aus Energie-Bilanzen und Methode der konstanten Zusammensetzung,

G ;L
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3. Losung der MESH-Gleichungen fur komplexe Kolonnen

Je Trennstufe j sind in den MESH-Gleichungen (2m+3) Unbekannte (= Variable) vorhanden.

In Vektorschreibweise gilt:

T : . )

XJ (G_]’ le, yj2, yjm’ TJ’ le, ij, ij, LJ) (]=2+n—1) (86)
Alle Trennstufen zusammengefasst folgt:

X' =X, X Xyy) (87)
Der Vektor der Modell-Gleichung pro Stufe j lautet

ol _ t
Fl =Ml M,

is Mp, .. My, H; Ej, Ep, ... Ej, S§Y) (=21 (89)

Als allgemeine Funktion transponiert gilt:
T, =T = \ oT /= =T = .
F'(X)=F (X)).F (X3),....F, (X)) j=1+n (89)
Aus dem MESH-Gleichungen folgt die Funktion F
- S\N\T =
F(X)= (FT (X)) =0 (nGln.) (90)
Auch der Kopfkondensator j=1 und der Sumpfverdampfer j=n miissen durch Aufstellen der Gleichun-

gen fiir X und F modelliert werden, siehe Thiele-Geddes! Dies soll fiir den Kopfkondensator mit
Dekanter (d.h. 2 fliissige Phasen) geschehen.

3.1Kondensator mit Dekanter
,,M-Bilanz* um Kondensator

M! =G, +Gyy - (L + 1) —(K*+KP)=0 1)
M,; = Gy +Grayia — (L8 + K& — (B + RPKP =0 92)
E- Gleichung “1. Phase

BP, = ZK (T+AT )x;’;—lzo (93)
,S-GL«

Sii = it di g (i=1..m-1) (94)

=— -— =
a a
i Zdlk
k
,»H- Gleichung® = Spezifikations- Glelchung, siche unten'
SPl SPEl (p(da d'3 Tl’ 11 , ) (Z B. 2111( — = 0) (95)

Ist der Dekanter vorhanden, so gilt fiir die 2. Phase:
,»E- Gleichung “

EAj; = xfivf —xfyf =0 (i=1..m) (96)
,,o- Gleichung
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s = G dh

=0 (i=1..m-1) (97)

moe &
lek zdlk
k k

,,H- Gleichung* =Spezifikations- Gleichung, (z.B. Strom KP ,v[3 etc.)
SP, = SPE, — @(H“,HB,TI,L“,IP) (98)
Ist keine 2. Fliissige Phase vorhanden, so sind die Gleichungen (96) bis (98) nicht zu verwen-
den. Die entsprechende Funktion lautet:

=T

FT =M My, . My, BP, S%, .. SE. S, EA,, ... EA . SP, P

1,m—-1°

SP, )

99)
Dazu gehort die Unbekannte

£ = (A%, d%, oAl TG, 1% s 1B, P

dby, .odb L)

(100)
Fiir die Spezifikationen SP; und SP, werden héufig folgende Vorgaben gemacht:

a. Die Riicklaufverhiltnisse v*,vP (v = 1] / K')bzw. v* und das Verhiltnisv® /vP
b. Die Mengenstrome K* R KP

c. Die Komponentenstrome fiir die Komp. L in K : dff, dﬁ #
Entsprechende Gleichungen fiir den Verdampfer siche Abschnitt 1.2 Gleichung (37) bis (41)!

3.2L8sung GI. (90)

3.2.1 Losungsmethode: Einzelschrittverfahren (decomposition method)

Umformung F?X): 0Oin LX =D (101)
Zerlegung in L=D+L;+Lg (102)
Ergibt iterative Losung

(D+L; )Xk+1 =—Lg Xk +b (103)
bzw.

= . = -

X1 =—(D+LL ) Lg Xk +(D+Ly)"'b (104)

Verfahren konvergiert, wenn entweder:
Max. Zeilensumme

2 B
k4 Jfiri=1..n (105)
Bii]

(D+L1) 'L symmetrisch oder positiv definiert ist.

3.2.2 Losungsmethode: Gesamtschritt- oder Iterationsverfahren (repeated substitution)

Gegeben F(X)=01in LX = bumgeformt (106)
Zerlegung in

L=D+L, (107)
Und iterative Losung

X+t ==D 'Ly Xk +D7'b (108)
Bem.: Es ist auch die Umformung moglich

Xk—Fl :Xk —D_I[Lik —B] (109)

Verfahren 2 (Gl. (108)) ist konvergent, wenn
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Max. Zeilensumme

2 B

ik _ HD—lL
B °
Max. Spaltensumme

> [Bi]

<1 (i=1..n) (110)

1

izk — -1 _
™ pIL,|, <1 (k=1..n) (111)
LX=b
Biixi + PpXxs + Pizxz = by
Parxy + Poxxz + Posxs = b B =f(x)! (BI)

Byix; + PBaaxp, + PByzxz = by

By 0 O 0 0 0 0 By Bis
D={0 By 0 [;Lp=|{Byy 0 O;Lr={0 0 PBos (B2)
0 0 Bi Bs; B3 O 0 0 0
Haben N.-Losg. X = (X?, xg " xg) => Einzelschrittverfahren
1
X =— ( 0 — Bpx> - Bxd + by )
Bi
1 1 0
x; = — (= Bayx 0 — Byx3 + by ) (B3)
Bao
1 1 1
X3 = — (= Byx; — Bsx3 0 + by )
B3

Zerlegung im Gesamtschrittverfahren

By 00 0 B Bis
D+Ly=|0 By 0 [+]B21 O B3 (B4)
10 0 Bsz| |Bs B3 O
folgt
1
— ( 0 - - )
B Bio —Bis
_ 1
D'Ly={— ( =By 0 P ) (B5)
sz
@ ( =Bs1 =By 0 )

Die Methoden 1 und 2 sind dann anwendbar, wenn Béndermatrizen vorliegen. Liegt eine Bandermat-
rix mit r-Béndern und n-Zeilen vor, so sind bei k-Iterationsschritten = k-r-n Multiplikationen notwen-
dig. Direkte GauBlsche Elimination ~ n®*/3 Multiplikationen (wenn alle By # 0). Wichtig: Fehlerfort-
pflanzung mit jeder Multiplikation!

3.2.3 Losungsmethode: Newton-Raphson-Verfahren
Da dieses Verfahren héufig angewendet wird, werden die Grundlagen zusammengefaft.
Der Variablen-Vektor im Raum R" ist gesucht

X' =(x1,X2, X1 (112)
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Es darf auch im komplexen Raum C" sein!
Der Einzelvektor folgt aus (7677?)

Xj = (ﬁ 15825000 & j,2m+3) (Dim. 2m+3) (113)
Im n-dim. Vektorraum R" (Banach-Raum) gilt:

_El ( fGx, fp(D, o fiamiz(x1) ) |

F(_)= Fo (fy1(x2), fp(x2), ... from3(x2) ) a14)

Fn ( f(xn) faa(n), o Fyomiz(Xn) )

Losung von (114) ist nur im linearen V" moglich. Daher wird F in einer Taylorreihe entwickelt und
linearisiert!

= =0
Taylorreihe fiir jedes F;j (Entwicklung um X )

ﬁj(§)=ﬁj@j{i_i")gm@j(z“j ~0 (115)
0
Fj(i)zﬁj(i°j+zn: M(ﬁi—i?) =0 (116)
il BN
Umformung auf Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix)
[oF1 | [ oF | [ oF ||
ox1 | |oxa | T | 0% |
oF OF2 | [oF2 | | OF2 | |
&:J(F): _5{(1_ _8{(2_ """ _5>_(n_ (Dim.nxn) (117)
(oFn | [0F, | [ oFa |
Loxi | [oxa | | 0% ||

<k
In Abhéngigkeit vom aktuellen Wert X  (k-te Iteration) schreibt man

i)

In Gl. (117) ist noch die partielle Differentiation nach den Variablen &;, durchzufiihren!
Fiir jedes Blockelement gilt (part. Diff. nach &)

ofy ofy ofy
;1 %o O 2m+3
o oty ofy ofy
{a_J } =| 0, 08, 0853 (Dim. 2m+3) x (2m+3) jedes Element) (119)
Xi : : E
Hiomis  Hjomes i ome3
ST %Kiy 0Ci 2m+3 |
Wird eingefiihrt
—k —k+1 —k
A(X )E(X j—(X j so folgt aus (115) und (116) (120)

(o))
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-1
bzw. A(ik j = —[J (F(ik )ﬂ F (ik ) (Newton-Raphson) (122)

Bei den Trennkolonnen sind héufig je Stufe j nur die Variablen X -1 X jund X j+1 zu beachten.

Die Funktionalmatrix hat demnach oft die Tridiagonal-Form ( partioned or sparse matrix)

[[B,] [cy]
[A,] [B,] [C,]

J(F(i)): [Aj] [BJ] [Cj] (Dim. n x n) (123)

[Ars] [Bo] [Co]
A [B,

Nach Naphtali-Sandholm (Simultaneous Correction Methods (1971)) wird obige Matrix in Untermat-
rizen (Blocke) aufgeteilt, die dann wie folgt zu berechnen sind:

-Aj]={ oF; } i=2,3,..,n (124)
) O0X j-1

-Bj]z OFj i=1,2,...n je Dim. 2m+3)x2m+3))  (125)
) | 0Xj

-Cj]: oF; i=1,2, .01 (126)
) | OXj+l

Unter Berticksichtigung von Gl. (119) sind die partiellen Ableitungen nach den (physikalischen) Vari-
ablen , Gl. (76??), auszufiihren. I.a. erhilt man Untermatrizen, die nicht voll besetzt sind. Zur Berech-
nung von J(F)" sind besondere rekursive Losungsverfahren angezeigt, z.B. Thomas-Algorithmus:
Dennis u. Moore (1977)

3.2.4  Ergebnis der Simulation

Fiir Raum R" gilt bei der vorgebenen physikalischen Struktur von F(i) (,,Randwertproblem®):

Zu einem Satz vorgegebener GroBen gibt es verschiedene Losungen, die den inneren Zustand der
Trennkolonne (Temperatur, und Zusammensetzung je Trennstufe j) beschreiben => Mehrfachlosugen!

<0
Bei der Losung von F(X) héngt die berechnete Losung vom Startwert X ab!

Ermittlung der Mehrfachlosungen:
1. GroBen K jio

suchverfahren alle reellen Wurzeln bestimmen. (Ndherung!)

E;; ,H? etc. mit Potenzfunktionen in den Variablen beschreiben. Dann mit Wurzel-

-0
2. Homotopy continuation-Methode: Losung unabhéingig von X . Eine Homotopie ist eine spezielle

Verkniipfung von 2 Funktionen durch einen Parameter A (oder t), d.h. Transformation F(X) auf
H(i, K):

H(i, t) = tf(i)+ (1 — t)g(i) erster Typ (127)
worin Q(X) eine Funktion zur bekannten Losung (io) ist. Eigenschaften: (bezogen auft!)
H(X°,0)=g(x°)=0

H(X*1)=F(X")=0



Grundlagen der Prozess-Simulation, Seite 17 von 17

wird g(X) = F(X)-F(X°) (128)
und A=1-t gesetzt (129)
dann folgt z.B. die Newton Homotopie

H(X,%)=F(X)-2F(X)=0 Siche oben! (130)
Eingesetzt in (127):

a=1: H(X?,1)=g(X°)=0
A=0: H(X*,l): f(i* ): 0 X"=Losung!
Durch Differenzieren von Gl. (139) nach p und Umformulierung in ein Anfangswertproblem er-

hilt man mit dp = dX? +d)? =s =Bogenlinge (131)

Homotopy Continuation-Methode:

dﬁ(i(p),?»(p)) _ i 8F(X) 0X; f(XO oL ~0 (132)
dp =, o ap
3

Das Ergebnis in Matrixform lautet
~fX°) | X _
L= 2= [2} =¢ntl (133)
x| & A 1
worin der Einheitsvektor gegeben ist durch

T
(é““) =(0,0,0.......,0,1) (134)
Die Grenzbedingung des Anfangswertproblems lautet

e

~T
In Gl. (132) ist u = {X 4 } der Tangenteneinheitsvektor.

4. Bestimmung der auszufihrenden Kolonne:
Simulation: Bestimmung der Trennstufenzahl n der Kolonnen fiir gegebene Produktspezifikation, z.B.
Sumpfzusammensetzung einer Komponente 1.

Wenn keine Einfachlosungen zu den gegebenen Parametersitzen vorhanden sind, dann:

1.
2.
3.

Entwurfsmethode mit ,,Schliisselkomponente*
Experiment: Mini-Plant (Problem: Scale-Up)
Festlegung der Losung durch Regelung einer Trennstufen-Temperatur (Regelungs-Aufgabe)



