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Wärmeübertragung I 
Lösung zur 3. Übung (Differentielle Bilanz) 
 
Lösung Aufgabe 1 
1) Beschreibung des Gegenstandes. 
 
 
 
 
 
 
 
2) Aufgabeteil a): Gefragt ist ( )tTK  und ( )tT ausW ,  

3) Grundgesetze.    abzuabzu HHWQQ
dt

dH &&&&& −++−=  

dt
dTcM

dt
dH

dt
dH

dt
dH

dt
dH K

KpK
geHeizschlanStahlteileK ⋅⋅=++=

≈≈

,

ltKesselinha
gegenüber 0

Aufgabe
siehe 0

4342143421
 

0=== WQQ abzu
&&& ; einWWpWzu TcMH ,, ⋅⋅= && ; ausWWpWab TcMH ,, ⋅⋅= &&  

4) Entwicklung nach den gesuchten Größen. Alles in die Gleichung einsetzen: 
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unbekannt

ausWeinWWpW
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K
KpK tTTcM

dt
dTcM )(,,,,       (1) 

Brauchen ( )tT ausW ,  als Funktion von ( )tTK . ( )tT ausW ,  kann aus zusätzlicher Bilanz um die 

Rohrschlange berechnet werden. Bilanzraum: differenzielles Volumenelement der Rohr-
schlange: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bilanz um ein differenzielles Volumenelement 

 
Bilanzraum: 

differenzielles 
Volumenelement 

zWH ,
&  (Wasser) 

dzzWH +,
&  (Wasser) 

zuQd &

 

Schematische Skizze zur Bilanz 

 
Bilanzraum: 
Kessel mit 
Schlange 

abWH ,
&  (Wasser) zuWH ,

&  (Wasser) 
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0,, =−+= +dzzWzWzu HHQd
dt

dH &&& (quasistationär); 

( ))()(,,, dzzTzTcMHH WWWpWdzzWzW +−⋅⋅=− +
&&& ;  ( ))()( zTtTdAkQd WKzu −⋅⋅=&  
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( ) { }WeinWKKausW NTUTtTtTtT −⋅−−= exp)()()( ,,       (2) 

In die Bilanzgleichung (1) einsetzen: 

( ) { }( )WeinWKKeinWWpW
K

KpK NTUTtTtTTcM
dt

dT
cM −⋅−+−⋅⋅=⋅⋅ exp)()( ,,,,

&   (3) 

5) Mathematische Auflösung und Zahlenwert.  (3) umformen: 

( ) { }( )WKeinWWpW
K
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Variablen trennen und integrieren: 
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Zahlenwerte: 905,1=WNTU ;     ( ) ( )ttTK ⋅⋅°+°= s
1 0,000306-expC 20C 20   (5) 

     ( ) ( )ttT ausW ⋅−⋅°+°= s
1

,  000306,0expC 17,02C 20  (6) 

Aufgabeteil b). Gefragt: ( )C 25 °=KTt . 

Aus (4) : { }( )WKeinW
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bei C 25 °=KT : s 1,4524=t ; 
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kg5,2714s 1,4524 6,0 s
kg =⋅=⋅= tMM WW

&  

Aufgabeteil c). Gefragt: ( )C 25, °=ausWTt . 

Aus (6):  
{ } { } 34smin  6h 1s9,3993

 000306,0
C 17/)C 20C 25(ln

 000306,0
C 17/)C 20(ln

s
1

s
1

, ≈=
−

°°−°
=

−

°°−
= ausWT

t  

Exkurs 
Abschätzung zur Quasistationarität und der Vernachlässigung der Enthalpieinhalte der 
Kühlschlange 
Daten eines typischen Kühlschlangenrohres: 

da 25 mm 
S 1 mm 
di 23 mm 

 

Dichte von Wasser 3m
kg 1000=Wρ  

 

Länge der Kühlschlange mit 6 m² Mantelfläche: m 39,76=
⋅

=
ad

AL
π

 

(eine Windung mit Durchmesser 1 m benötigt 3,14 m Schlange, ergibt 24,3 Windungen; bei 
50 mm Ganghöhe hat sie eine Gesamthöhe von 1,22 m; ein Kessel mit 2 m³ Inhalt und 1,2 m 
Durchmesser hat die Höhe 1,77 m => eine realistische Länge für die Kühlschlange!) 

Querschnittsfläche Kühlschlange innen (= Strömungsquerschnitt): 22 m 000415,0
4

=⋅= iQ dA π  

Konti-Gleichung für Geschwindigkeit: s
m 444,1=

⋅
=

WQ

W

A
M

u
ρ

&
 

Verweilzeit: s 9,52==
u
L

Wτ  

Charakteristische Abkühlzeit des Kesselinhaltes: 
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Verhältnis der Zeitskalen: % 62,10162,0 ==
C

W

t
τ

 Quasistationarität gerechtfertigt 

 

Innenvolumen der Kühlschlange: 2m 0317,0=⋅= QW ALV  

Masse des Kühlschlangeninhalts: kg 7,31=⋅= WWW VM ρ  

Maß für das Speichervermögen Kühlschlange: K
kJ

,  148 133=⋅ WpW cM  
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Maß für das Speichervermögen Kesselinhalt: K
kJ

,  000 000 7=⋅ KpK cM  

Verhältnis der beiden Speicher: % 9,1019,0
,

, ==
⋅

⋅

KpK

WpW

cM
cM

 vernachlässigbar 

Lösung Aufgabe 2 
1) Beschreibung des Gegenstandes. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2) Erster Teil, Aufgabeteil a). Gefragt ist ∞= ,LL TT  

3) Grundgesetze.    abzuabzu HHWQQ
dt

dH &&&&& −++−=  

0=
dt

dH ;      einLLpLeinFFpFzu TcMTcMH ,,,, ⋅⋅+⋅⋅= &&& ,     RührerWW && = ,     0=zuQ&  

LLpLausFFpFab TcMTcMH ⋅⋅+⋅⋅= ,,,
&&& ;      )( ULVVV TTAkQ −⋅⋅=&  

0)(,,,,,,, =−⋅⋅−+⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅ ULVVRLLpLausFFpFeinLLpLeinFFpF TTAkWTcMTcMTcMTcM &&&&&

0)()()( ,,,,, =−⋅⋅−+−⋅⋅+−⋅⋅ ULVVRLeinLLpLausFeinFFpF TTAkWTTcMTTcM &&&   (1) 

4) Entwicklung nach den gesuchten Größen. 
Unbekannt ist die Temperatur TF,aus. Diese Temperatur wird aus der zusätzlichen Bilanz um 
die Heizschlange berechnet: 
 
 
 
 
 
 
 
 

      abzuabzu HHWQQ
dt

dH &&&&& −++−=  

0=
dt

dH  (stationärer Zustand);     )( , LzFHHab TTdAkQd −⋅⋅=&  

 zFFpFzF TcMH ,,, ⋅⋅= && ;      dzzFFpFdzzF TcMH ++ ⋅⋅= ,,,
&&  

Schematische Skizze zur Bilanz 

 
Bilanzraum: 

Kessel 
(mit Schlange) 

zuLH ,
&  abLH ,

&  
VerlusteQ&  

RührerW&  

zuFH ,
&  abFH ,

&  

Bilanz um ein differenzielles Volumenelement 

Bilanzraum: 
differenzielles 

Volumenelement 
der Heizschlange 

zFH ,
&  dzzFH +,

&  

Qd &  
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0)()( ,,,, =−⋅⋅−−⋅⋅ + LzFHHdzzFzFFpF TTdAkTTcM&  

0)(, =−⋅⋅⋅−⋅⋅− LFHH
F

FpF TTdk
dz

dTcM π& ;      0)(, =−⋅⋅−⋅⋅− LFHHFFpF TTdAkdTcM&  

Variablen trennen und integrieren: 
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FNTU

FpF

HH
LeinFLausF cM

AkTTTT
,

,, exp)(        (2) 

diesen Wert in die Gesamtbilanz (1) einsetzen: 

( )[ ] 0)()(exp1)( ,,,, =−⋅⋅−+−⋅+−−⋅−⋅ ULVVRLeinLLpLFLeinFFpF TTAkWTTcMNTUTTcM &&&  

5) Mathematische Auflösung nach TL: 
( )[ ]( )

( )[ ] einLLpLFeinFFpFUVVR

LVVLpLFFpF

TcMNTUTcMTAkW

TAkcMNTUcM

,,,,

,,

exp1

exp1

⋅⋅+−−⋅⋅⋅+⋅⋅+=

=⋅⋅+⋅+−−⋅⋅
&&&

&&

 
( )[ ]

( )[ ] VVLpLFFpF

einLLpLFeinFFpFUVVR
L AkcMNTUcM

TcMNTUTcMTAkW
T

⋅+⋅+−−⋅⋅

⋅⋅+−−⋅⋅⋅+⋅⋅+
=

,,

,,,,

exp1
exp1

&&

&&&

 
Aufgabeteil a) Zahlenwert: 45,3 °C 

Aufgabeteil b) 0=LM&   
( )[ ]

( )[ ] C 8,97
exp1

exp1

,

,, °=
⋅+−−⋅⋅

−−⋅⋅⋅+⋅⋅+
=

VVFFpF

FeinFFpFUVVR
L AkNTUcM

NTUTcMTAkW
T

&

&&
 

  ∞=LM& : Dividieren im Zähler und Nenner durch LM&  
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  C 10
,

,, °=
⋅

=
Lp
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L c

Tc
T  

 
 
Zweiter Teil: 
Bilanz aus dem Teil 1, nur instationär. Es ist zulässig, da die Bilanz um die Heizschlange 
quasistationär gerechnet wird (differenziell ist TF,aus keine Funktion der Zeit). 

( )[ ]
dt

dHTTAkWTTcMNTUTTcM ULVVRLeinLLpLFLeinFFpF =−⋅⋅−+−⋅⋅+−−⋅−⋅⋅ )()(exp1)( ,,,,
&&&

dt
dTcMcM

dt
dH

dt
dH

dt
dH

dt
dH L

SpSLpL
geHeizschlanStahlteileK )( ,,

ltKesselinha
gegenüber 0

+=++=

≈
43421

; 
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Einsetzen; Variablen trennen und integrieren: 
( )[ ]

( )[ ]

( )[ ] dt
dT

AkcMNTUcM
cMcM

T
AkcMNTUcM

TcMNTUTcMTAkW
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t
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L
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= ∞
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exp1

,  

dt
dTtTT L

RLL ⋅=−∞, ;     
LL

L

R TT
dT

t
dt

−
=

∞,

;     ∫∫ −
=⋅

∞

L

AL

T

T LL

L
t

R TT
dTdt

t
, ,0

1 ;     
ALL

LL

R TT
TT

t
t

,,

,ln
−

−
=−

∞

∞  

( )RALLLL ttTTTT −⋅−−= ∞∞ exp)( ,,,         (3) 

Zahlenwerte:   s 986=Rt       ( )s 986expC 3,35C 3,45 tTL −⋅°−°=  

Berechnen den zeitlichen Verlauf von ( )tT ausF ,  

( )tTL  in (2) einsetzen:     2=FNTU              ( )s 986expC 5,30C 8,52, tT ausF −⋅°−°=  

Berechneter zeitlicher Temperaturverlauf: 
t, min 0 5 10 15 20 40 60 80 100 120 

t, s 0 300 600 900 1200 2400 3600 4800 6000 7200 
TL °C 10,00 19,26 26,09 31,13 34,85 42,21 44,38 45,03 45,22 45,28 

TF,aus °C 22,18 30,19 36,09 40,45 43,67 50,03 51,91 52,47 52,63 52,68 
 

99%tt =  

( ) 01,0)(99,01)( ,,,,, ⋅−=−⋅−=− ∞∞∞ LALLALLL TTTTTT  

aus (3): 01,0)()exp()( ,,%99,,, ⋅−=−⋅−=− ∞∞∞ LALRLALLL TTttTTTT  

01,0)exp( %99 =− Rtt ;      Rtt %9901,0ln −= ;      min16h1s454101,0ln%99 ==⋅−= Rtt  

 
 
Dritter Teil: 
Aus dem Teil 1: 

( )[ ]
( )[ ] VVLpLFFpF

einLLpLFeinFFpFUVVR
L AkcMNTUcM

TcMNTUTcMTAkW
T

⋅+⋅+−−⋅⋅

⋅⋅+−−⋅⋅⋅+⋅⋅+
=∞

,,

,,,,
, exp1

exp1
&&

&&&

 
bei C250, °=einFT  ist C5,103, °=∞LT ; oberhalb der Siedetemperatur ⇒  Teilverdampfung 

Neue Bilanz: Berücksichtigung der Teilverdampfung, für stationären Zustand rechnen. 
Im Kessel herrscht SLT , , der Dampfanteil am austretenden Gesamtstrom beträgt X : 

( ) 0

)()()(

,

,,,,,,,

=Δ⋅⋅−

−⋅⋅−+−⋅⋅+−⋅⋅

SLVL

USLVVRSLeinLLpLausFeinFFpF

ThXM

TTAkWTTcMTTcM
&

&&&
 

Berechnung von TF,aus aus Gleichung 2 für SLL TT ,= : 
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( ) C 3,120exp)( ,,,, °=−⋅−+= FSLeinFSLausF NTUTTTT  

Auflösen nach dem Dampfanteil: 

( ) % 155,1
)()()(

,

,,,,,,, =
Δ⋅

−⋅⋅−+−⋅⋅+−⋅⋅
=

SLVL

USLVVRSLeinLLpLausFeinFFpF

ThM

TTAkWTTcMTTcM
X

&

&&&
 

Ein vernachlässigbarer Anteil verdampft, es kann also ein stationärer Zustand erreicht werden. 
Der Verlauf der Flüssigkeitstemperatur bekommt beim Erreichen der Siedetemperatur einen 
Knick, dann bleibt auch die Austrittstemperatur des Kühlwassers konstant. 
 
Diagramme 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Temperaturen entlang der Rohrschlange: 

 

Zeitlicher Verlauf der Temperaturen
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